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Abstract 
In this paper, we propose and prove an identity on symmetric polynomials. In order to obtain 
this identity, we use the interpolation theory, in particular, the Lagrange interpolation 
formula. In the proof of the identity, we propose two different proofs. The second proof will 
be the first step for our further studies related to identities on symmetric polynomials. 
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1. GIỚI THIỆU VÀ KẾT QUẢ CHÍNH 
Trong toàn bộ bài báo, chúng ta luôn giả sử rằng các đa thức với hệ số trên một 
trường đặc số không (chẳng hạn trường số thực ℝ). Tuy nhiên khi áp dụng kết quả của 
bài báo này vào các bài toán trong hình học đại số thì chúng ta cần phải xét các đa thức 
với hệ số trên trường số phức ℂ. 
Cho 𝑃(𝑥) là đa thức một biến bậc không lớn hơn 𝑛 − 1 và 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 là 𝑛 giá 
trị khác nhau từng đôi một, tức là  𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗  với mọi 𝑖 ≠ 𝑗 . Theo công thức nội suy 
Lagrange, ta có Công thức I. 
𝑃(𝑥) = ∑
𝑛
𝑖=1
𝑃(𝜆𝑖)
∏𝑗≠𝑖 (𝑥 − 𝜆𝑗)
∏𝑗≠𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
.                                                                              (𝐼) 
So sánh hệ số cao nhất hai vế của đẳng thức trên, ta thu được Đồng nhất thức 1. 
∑
𝑛
𝑖=1
𝑃(𝜆𝑖)
∏𝑗≠𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
=  𝑎𝑛−1                                                                                          (1) 
Trong đó 𝑎𝑛−1 là hệ số của 𝑥
𝑛−1 trong đa thức 𝑃(𝑥). 
Mục tiêu chính của bài báo này là tổng quát Đồng nhất thức 1 cho trường hợp đa 
thức đối xứng 𝑘 biến bậc không lớn hơn 𝑘(𝑛 − 𝑘). Để thuận tiện cho phần trình bày công 
thức, ta sẽ sử dụng ký hiệu [𝑛] = {1, … , 𝑛}. Với mỗi tập con 𝐼 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘} ⊂ [𝑛] thì 
𝜆𝐼 = (𝜆𝑖1 , … , 𝜆𝑖𝑘) và 𝐼
𝑐 = [𝑛]\𝐼. Nhắc lại rằng một đa thức 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) được gọi là đối 
xứng nếu 𝑃(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘) = 𝑃(𝑥𝜎(1), 𝑥𝜎(2), … , 𝑥𝜎(𝑘)), 
với mọi hoán vị 𝜎 ∈ 𝑆𝑘 của tập chỉ số {1,2, … , 𝑘}. Kết quả chính của bài báo là Định lý 1. 
Định lý 1. Cho P(x1, … , xk) là một đa thức đối xứng có bậc không lớn hơn 
k(n − k), trong đó k, n là các số nguyên sao cho 0 < k < n. Khi đó, ta có Đồng nhất thức 2. 
∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝑃(𝜆𝐼)
∏𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
=
𝑐(𝑘, 𝑛)
𝑘!
,                                                                    (2) 
Trong đó 𝑐(𝑘, 𝑛) là hệ số của đơn thức 𝑥1
𝑛−1, … , 𝑥𝑘
𝑛−1 trong khai triển của đa thức 
đối xứng: 
𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ∏
𝑖≠𝑗
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗). 
 Đồng nhất thức 2 là đặc biệt thú vị bởi những ứng dụng của nó vào hình học của 
đa tạp Grassmann. Cụ thể, Dang (2019) đã sử dụng Đồng nhất thức 2 để biểu diễn các số 
giao trên đa tạp Grassmann và từ đó dẫn đến một chứng minh đại số cho công thức Martin 
cho đa tạp Grassmann. 
Thêm một lý do nữa để thấy rằng Đồng nhất thức 2 là đặc biệt thú vị bởi điều sau 
đây: Nếu 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) là một đa thức đối xứng mà các bậc riêng theo từng biến không 
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lớn hơn 𝑛 − 𝑘, thì ta có công thức nội suy (Công thức II) được đưa ra và chứng minh bởi 
Chen & Louck (1996). 
𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = ∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝑃(𝜆𝐼)
∏𝑥∈𝑋,𝑗∈𝐼𝑐 (𝑥 − 𝜆𝑗)
∏𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
.                                             (𝐼𝐼) 
So sánh hệ số cao nhất của đa thức 𝑃, ta thu được Đồng nhất thức 3. 
∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝑃(𝜆𝐼)
∏𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
= 𝑑(𝑘, 𝑛).                                                                    (3) 
Chú ý rằng, 𝑑(𝑘, 𝑛) là hệ số của đơn thức 𝑥1
𝑛−𝑘, … , 𝑥𝑘
𝑛−𝑘 trong đa thức 𝑃. Thật ra, 
Đồng nhất thức 3 chỉ là một trường hợp đặc biệt của đồng nhất thức trong Định lý 1. Thật 
vậy, Zeilberger (1982) đã chỉ ra rằng 𝑘! là hệ số của 𝑥1
𝑘−1, … , 𝑥𝑘
𝑘−1 trong khai triển của 
đa thức ∏𝑗≠𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗). Nếu các bậc riêng theo từng biến của đa thức 𝑃 không lớn hơn 
𝑛 − 𝑘 , thì ta có 𝑐(𝑘, 𝑛) = (𝑘!)𝑑(𝑘, 𝑛),  trong đó 𝑐(𝑘, 𝑛)  là hệ số của đơn thức 
𝑥1
𝑛−1, … , 𝑥𝑘
𝑛−1 trong khai triển của đa thức: 
𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ∏
𝑗≠𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).  
2. CHỨNG MINH KẾT QUẢ CHÍNH 
Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày hai cách lập luận khác nhau để chứng minh 
kết quả chính. Chứng minh thứ nhất dựa vào một kết quả cơ bản cho đa thức nhiều biến, 
đó là định lý chia đa thức nhiều biến. Trong khi đó, chứng minh thứ hai của chúng tôi dựa 
vào những lập luận giải tích. 
2.1 Chứng minh thứ nhất 
 Đặt  
𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ∏
𝑗≠𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗). 
Theo giả thiết, bậc của đa thức 𝐹 không lớn hơn 𝑘(𝑛 − 𝑘) + 𝑘(𝑘 − 1) = 𝑘(𝑛 − 1). Vì 
đa thức 𝑃 là đối xứng, nên đa thức 𝐹 cũng là đối xứng. Theo định lý chia đa thức nhiều 
biến (xem Cox, Little, & O’Shea, 2007), tồn tại các đa thức 𝐹𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑘), 𝑖 = 1, … , 𝑘 và 
𝑅(𝑥1, … , 𝑥𝑘) sao cho  
𝑅(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = 𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) − ∑
𝑘
𝑖=1
𝐹𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ∏
𝑛
𝑗=1
(𝑥𝑖 − 𝜆𝑗) 
và tất cả các bậc riêng theo từng biến của đa thức 𝑅 không lớn hơn 𝑛 − 1. Theo công thức 
nội suy Lagrange, ta có: 
𝑅(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = ∑
𝑛
𝑖1=1
𝑅(𝜆𝑖1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑘)𝐿𝑖1(𝑥1). 
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Dùng công thức nội suy Lagrange cho các đa thức 𝑅(𝜆𝑖1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑘), ta có  
𝑅(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = ∑
𝑛
𝑖1=1
∑
𝑛
𝑖2
𝑅(𝜆𝑖1 , 𝜆2, … , 𝑥𝑘)𝐿𝑖1(𝑥1)𝐿𝑖2(𝑥2). 
Tương tự, lập lại quá trình trên 𝑘 lần, ta thu được  
𝑅(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = ∑
𝑛
𝑖1,…,𝑖𝑘=1
𝑅(𝜆𝐼) ∏
𝑘
𝑙=1
𝐿𝑖𝑙(𝑥𝑙). 
Với mỗi tập 𝐼 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘}, ta có 𝑅(𝜆𝐼) = 𝐹(𝜆𝐼). Nếu 𝑖𝑠 = 𝑖𝑡 với mọi 𝑠 ≠ 𝑡 thì 𝑅(𝜆𝐼) = 0. 
Vì bậc của 𝐹 không quá 𝑘(𝑛 − 1), nên hệ số của 𝑥1
𝑛−1, … , 𝑥𝑘
𝑛−1 trong 𝑅 cũng bằng với 
hệ số của 𝑥1
𝑛−1, … , 𝑥𝑘
𝑛−1 trong 𝐹. Điều này suy ra hệ số của 𝑥1
𝑛−1, … , 𝑥𝑘
𝑛−1 trong 𝐹 là  
𝑘! ∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝐹(𝜆𝐼)
∏𝑖∈𝐼,𝑗≠𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
. 
Với mỗi 𝐼 ⊂ [𝑛], ta có  
𝐹(𝜆𝐼) = 𝑃(𝜆𝐼) ∏
𝑖,𝑗∈𝐼,𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗), 
và  
∏
𝑖∈𝐼,𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗) = ∏
𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗) ∏
𝑖,𝑗∈𝐼,𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗). 
Điều này chỉ ra rằng hệ số của 𝑥1
𝑛−1 … 𝑥𝑘
𝑛−1 trong 𝐹 bằng với  
𝑘! ∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝑃(𝜆𝐼)
∏𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
. 
2.2. Chứng minh thứ hai 
 Trước hết, chúng tôi chứng minh hai bổ đề sau đây: 
Bổ đề 1. Cho Q(x) là một đa thức bậc d + 1 với hệ số cao nhất bằng 1 và có các 
nghiệm (có thể là nghiệm phức) phân biệt. Khi đó, ta có Công thức III. 
∑
𝑄(𝛼)=0
𝛼𝑟
𝑄′(𝛼)
= {0    𝑛ế𝑢    0 ≤ 𝑟 < 𝑑
1    𝑛ế𝑢    𝑟 = 𝑑
.                                                                    (𝐼𝐼𝐼) 
Chứng minh  
Gọi 𝛾0, 𝛾1, … , 𝛾𝑑 là 𝑑 + 1 nghiệm phân biệt của 𝑄(𝑥). Khi đó, ta có  
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∑
𝑄(𝛼)=0
𝛼𝑟
𝑄′(𝛼)
= ∑
𝑑
𝑖=0
𝛾𝑖
𝑟
∏𝑖≠𝑗 (𝛾𝑖 − 𝛾𝑗)
. 
Áp dụng công thức nội suy Lagrange cho 𝑥𝑟 tại các điểm nội suy 𝛾0, 𝛾1, … , 𝛾𝑑, chúng ta 
thu được 
𝑥𝑟 = ∑
𝑑
𝑖=0
𝛾𝑖
𝑟 ∏𝑖≠𝑗 (𝑥 − 𝛾𝑗)
∏𝑖≠𝑗 (𝛾𝑖 − 𝛾𝑗)
. 
Điều này kéo theo  
∑
𝑑
𝑖=0
𝛾𝑖
𝑟
∏𝑖≠𝑗 (𝛾𝑖 − 𝛾𝑗)
= ℎệ 𝑠ố 𝑐ủ𝑎 𝑥𝑑 = {0    𝑛ế𝑢    0 ≤ 𝑟 < 𝑑
1    𝑛ế𝑢    𝑟 = 𝑑
. 
Bổ đề 2. Cho F(x1, … , xk) là một đa thức k biến với bậc không lớn hơn d1 + ⋯ +
dk và Q1(x), … , Qk(x) tương ứng là các đa thức bậc d1 + 1, … , dk + 1 với hệ số cao nhất 
bằng 1 và có các nghiệm phân biệt. Khi đó, Biểu thức a: 
∑
𝑄1(𝛼1)=⋯=𝑄𝑘(𝛼𝑘)=0
𝐹(𝛼1, … , 𝛼𝑘)
𝑄′1(𝛼1) ⋯ 𝑄′𝑘(𝛼𝑘)
                                                                      (𝑎) 
là độc lập với các đa thức 𝑄𝑖 và bằng với hệ số của đơn thức 𝑥1
𝑑1 ⋯ 𝑥𝑘
𝑑𝑘  trong đa thức 
𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘). 
 Chứng minh.  
Do tính chất tuyến tính, chúng ta chỉ cần xem xét các đơn thức 
𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = 𝑥1
𝑟1 ⋯ 𝑥𝑘
𝑟𝑘 , 
Trong đó 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑘 ≤ 𝑑1 + ⋯ + 𝑑𝑘. Biểu thức a phân tích như sau:  
( ∑
𝑄1(𝛼1)=0
𝛼1
𝑟1
𝑄′1(𝛼1)
) ⋯ ( ∑
𝑄𝑘(𝛼𝑘)=0
𝛼𝑘
𝑟1
𝑄′𝑘(𝛼𝑘)
). 
Theo Bổ đề 1, nếu 𝑟𝑖 = 𝑑𝑖 với mọi 𝑖, thì biểu thức trên bằng 1, trong các trường hợp còn 
lại thì biểu thức trên bằng 0. Bổ đề được chứng minh. 
Để chứng minh Định lý 1, chúng ta sử dụng Bổ đề 2 cho các đa thức sau đây: 
𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ∏
𝑖≠𝑗
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) 
và  
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𝑄1(𝑥) = ⋯ = 𝑄𝑘(𝑥) = 𝑄(𝑥) = ∏
𝑛
𝑖=1
(𝑥 − 𝜆𝑖). 
Thật vậy, ta có 𝜆1, … , 𝜆𝑛 là 𝑛 nghiệm phân biệt của 𝑄(𝑥) và đạo hàm  
𝑄′(𝑥) = ∑
𝑛
𝑖=1
∏
𝑗≠𝑖
(𝑥 − 𝜆𝑗). 
Khi đó, ta có  
𝑄′(𝜆𝑖) = ∏
𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗). 
Với mỗi tập 𝐼 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘}, ta có 𝐹(𝜆𝐼) = 0 nếu có 𝑖𝑠 = 𝑖𝑡 với 𝑠 ≠ 𝑡. Vì 𝐹 là đa thức đối 
xứng, nên Biểu thức a trở thành Biểu thức b 
𝑘! ∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝐹(𝜆𝐼)
∏𝑖∈𝐼,𝑗≠𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
.          (𝑏) 
Với mọi 𝐼 ⊂ [𝑛], ta có  
𝐹(𝜆𝐼) = 𝑃(𝜆𝐼) ∏
𝑖,𝑗∈𝐼,𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗), 
và   
∏
𝑖∈𝐼,𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗) = ∏
𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗) ∏
𝑖,𝑗∈𝐼,𝑗≠𝑖
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗). 
Do vậy, Biểu thức b trở thành  
𝑘! ∑
𝐼⊂[𝑛],|𝐼|=𝑘
𝑃(𝜆𝐼)
∏𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐼𝑐 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
. 
Bổ đề 2 nói rằng đó chính là hệ số của đơn thức 𝑥1
𝑛−1, … , 𝑥𝑘
𝑛−1 trong đa thức  
𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ∏
𝑖≠𝑗
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗). 
3. KẾT LUẬN 
Kết quả chính (Định lý 1) và chứng minh thứ nhất đã được trình bày trong bài báo 
(Dang, 2019). Đóng góp chính trong bài báo này là một cách chứng minh hoàn toàn khác 
để thu được Đồng nhất thức 2. Cách chứng minh này về cơ bản cũng sử sụng lý thuyết 
nội suy cụ thể là công thức nội suy Lagrange, chúng ta có thể xem cách chứng minh này 
như là một sự tổng quát của những lập luận trong chứng minh thứ nhất. Điều này cho 
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phép chúng ta sẽ tìm thêm được những áp dụng xa hơn để thu được những đồng nhất thức 
khác. Đây sẽ là điểm khởi đầu cho những kết quả nghiên cứu xa hơn của chúng tôi liên 
quan đến các đồng nhất thức trên các đa thức đối xứng. 
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